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Poglavlje 1

Algebra matrica

Neka su m i n prirodni brojevi. Shema u kojoj familiju A realnih brojeva aij

(i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}) zapisujemo na sljede¢i na£in

A =


a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

...
...

. . .
...

am1 am2 . . . amn


zove se matrica od m redaka i n stupaca, tj. matrica tipa m × n. Za
element aij kaºemo da dolazi na mjestu (i, j) u matrici A. Skra¢eno matricu
zapisujemo (aij).

Dvije matrice A = (aij) i B = (bij) su jednake ako su istog tipa m × n i
aij = bij za svaki i ∈ {1, . . . ,m} i svaki j ∈ {1, . . . , n}.

Brojevi a11, a12, . . . , a1n £ine prvi redak, a21, a22, . . . , a2n drugi redak, a
am1, am2, . . . , amn m-ti redak matrice A.

Brojevi a11, a21, . . . , am1 £ine prvi stupac, a12, a22, . . . , am2 drugi stupac,
a a1n, a2n, . . . , amn n-ti stupac matrice A.

Za matricu A kaºemo je kvadratna matrica n-tog reda ako je m = n.

Transponirana matrica matrice A = (aij) tipa m × n je matrica B = (bji)
tipa n × m za koju je bji = aij (i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}). To moºemo
shvatiti kao zamjenu uloga stupaca i redaka, stupci postaju retci i obratno.
Transponiranu matricu ozna£avamo s Aτ .

Zadatak 1 Na�ite transponiranu matricu matrice A =
(

1 3 2
−1 0 1

)
.

Rje²enje:

Za matricu A =
(

1 3 2
−1 0 1

)
je Aτ =

 1 −1
3 0
2 1

 .
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Zbrajati se mogu samo matrice istog tipa, i to na sljede¢i na£in:

Zbroj matrica A = (aij) i B = (bij) tipa m × n je matrica C = (cij) tipa
m× n s elementima cij = aij + bij , i ∈ {1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , n}, ²to zna£i da
se zbrajaju elementi na istim pozicijama.

Zadatak 2 Zbrojite slijede¢e matrice:

(
1 3 2
−1 0 1

)
i

(
2 −1 5
−3 −1 0

)
.

Rje²enje:

(
1 3 2
−1 0 1

)
+

(
2 −1 5
−3 −1 0

)
=

=
(

1 + 2 3 + (−1) 2 + 5
−1 + (−3) 0 + (−1) 1 + 0

)
=

(
3 2 7
−4 −1 1

)
.

De�niramo mnoºenje matrice skalarom: Produkt broja λ s matricom

A = (aij) tipa m× n je matrica λA = (λaij).

Zadatak 3 Na�ite slijede¢i produkt matrice i skalara: (−3)
(

2 −1 3
0 1 −1

)
.

Rje²enje: (−3)
(

2 −1 3
0 1 −1

)
=

=
(

(−3) · 2 (−3) · (−1) (−3) · 3
(−3) · 0 (−3) · 1 (−3) · (−1)

)
=

(
−6 3 −9
0 −3 3

)
.

Za zbrajanje matrica i mnoºenje matrica skalarom vrijede svojstva koja vri-
jede i za realne brojeve, dakle asocijativnost, komutativnost, te distributivnost
mnoºenja (skalarom) prema zbrajanju.

Razliku matrica A−B treba shvatiti kao skra¢eni zapis za A + (−1) ·B.

Preostaje jo² de�nirati mnoºenje matrica. Produkt AB matrica A i B de�nira
se samo ako matrica A ima toliko stupaca koliko matrica B ima redaka. Broj
redaka matrice AB isti je kao i matrice A, a broj stupaca jednak je broju stu-
paca matrica B.

Neka je matrica A tipa m × n i B tipa n × p. Produkt matrica A i B je
matrica C tipa m× p, £iji su elementi dani s

cij = ai1b1j + ai2b2j + . . . ainbnj

to jest, na ij-otom mjestu je umnoºak i-tog redtka matrice A i j-tog stupca
matrice B.

Zadatak 4 Na�ite AB i BA ako su A i B slijede¢e matrice:

A =
(

3 1 2
0 −1 1

)
, B =

 1 5
−1 2
1 1


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Rje²enje: A =
(

3 1 2
0 −1 1

)
, B =

 1 5
−1 2
1 1


AB =

�
3 · 1 + 1 · (−1) + 2 · 1 3 · 5 + 1 · 2 + 2 · 1

0 · 1 + (−1) · (−1) + 1 · 1 0 · 5 + (−1) · 2 + 1 · 1

�
=

�
4 19
2 −1

�
,

BA = . . . =

0
@ 3 −4 7

−3 −3 0
3 0 3

1
A .

Iz de�nicije i primjera se vidi da mnoºenje matrica ope¢enito nije komuta-

tivno. Dapa£e, £est je slu£aj da postoji umnoºak dviju matrica AB, ali uop¢e
nije de�niran umnoºak BA, pa uspore�ivanje matrica AB i BA nema smisla.

Me�utim, mnoºenje matrica jest asocijativno, tj. za svake tri matrice A, B
i C takve da su svi produkti AB, (AB)C, BC i A(BC) de�nirani, vrijedi

(AB)C = A(BC).

Vaºnu ulogu u mnoºenju matrica imaju jedini£na i nul-matrica. Pod uvjetom
da je za proizvoljnu zadanu matricu A mnoºenje jedini£nom matricom I (nekog
reda) i nul-matricom O (nekog reda) dobro de�nirano, vrijedi A · I = I ·A = A
(tj. jedini£na matrica djeluje kao neutralni element za operaciju mnoºenja ma-
trica) i A ·O = O ·A = O.

Formalno moºemo uvesti potenciranje matrice prirodnim brojevima: produkt
A ·A skra¢eno pi²emo kao A2, A ·A ·A = A3 itd.

Mnoºenje matrica je distributivno prema zbrajanju slijeva i zdesna (uz uvjet
da su svi produkti dobro de�nirani):

C(A + B) = CA + CB,

(A + B)D = AD + BD.

Vrijede i slijede¢a svojstva za mnoºenje skalarom λ:

λ(AB) = (λA)D = A(λD).

Zadatak 5 Izra£unajte A + 2B za sljede¢e matrice (ako postoji):

(a) A =
(

2 −1 0
0 1 3

)
, B =

(
3 0 1
−2 −1 0

)

(b) A =

 2 0
−1 1
0 3

 , B =
(

3 0 1
−2 −1 0

)
.

Rje²enje:

(a)

A =
(

2 −1 0
0 1 3

)
+ 2 ·

(
3 0 1
−2 −1 0

)
=
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=
(

2 −1 0
0 1 3

)
+

(
6 0 2
−4 −2 0

)
=

=
(

8 −1 2
−4 −1 3

)
Zadatak 6

Za matrice A i B izra£unajte AB i BA (ako postoje):

(a) A =
(

3 1 2
0 −1 1

)
, B =

 0 1 0
1 0 1
0 1 0



(b) A =


1
2
0
1

 , B =
(

3 4 1 5
)

(c) A =

 2 −1 2
4 5 6
0 1 7

 , B =

 1
1
−1



(d) A =


1 2 −1 3 1 −1
−2 −3 2 −6 −2 2
1 2 0 3 1 −2
3 6 −3 10 2 −3

 , B =


−4 2 3
0 0 0
1 0 0
0 1 0

 .

Rje²enje:

(a)

AB =
(

3 1 2
0 −1 1

)
·

 0 1 0
1 0 1
0 1 0

 =

=
(

3 · 0 + 1 · 1 + 2 · 0 3 · 1 + 1 · 0 + 2 · 1 3 · 0 + 1 · 1 + 2 · 0
0 · 0− 1 · 1 + 1 · 0 0 · 1− 1 · 0 + 1 · 1 0 · 0− 1 · 1 + 1 · 0

)
=

=
(

1 5 1
−1 1 −1

)
BA ne postoji jer bi imali mnoºenje 3 × 3 matrice s 2 × 3 matricom ²to
nije de�nirano.

Zadatak 7 Neka je A =

 2 1 −1
3 0 1
−1 4 7

. Izra£unajte A3 i (Aτ )2.

1.1 Determinanta

Determinanta je realna funkcija koja kvadratnoj matrici pridruºuje realan broj
(kojeg zovemo determinanta matrice), a osnovna svojstva kojeg zadovoljava
jesu:

det(AB) = detA · det B = detB · detA = det(BA)
det I = 1.
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Determinantu matrice A = (aij) ozna£avamo s |aij |, npr. za matricu(
2 3
1 2

)
pi²emo umjesto det

(
2 3
1 2

)
skra¢eno

∣∣∣∣ 2 3
1 2

∣∣∣∣.
Funkciju A → det A moºemo de�nirati razvojem po prvom retku:

(1) Za kvadratnu matricu prvog reda (degenerirani slu£aj, jer se matrica
sastoji od samo jednog elementa) de�niramo: det(a) := |a|

(2) Za kvadratnu matricu drugog reda:∣∣∣∣ a1 a2

b1 b2

∣∣∣∣ := a1b2 − a2b1

(3) Za kvadratnu matricu tre¢eg reda:∣∣∣∣∣∣
a1 a2 a3

b1 b2 b3

c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣ := a1

∣∣∣∣ b2 b3

c2 c3

∣∣∣∣− a2

∣∣∣∣ b1 b3

c1 c3

∣∣∣∣ + a3

∣∣∣∣ b1 b2

c1 c2

∣∣∣∣
...

(n) Za kvadratnu matricu n-tog reda A = (aij) de�niramo

detA := a11 detA11 − a12 detA12 + . . . + (−1)n−1a1n det A1n,

gdje je A1k (k ∈ {1, . . . , n}) kvadratna matrica (n-1)-og reda koja se od
matrice A dobije ispu²tanjem prvog retka i k-tog stupca.

U de�niciji determinante za op¢u matricu n-tog reda mogli smo �ksirati bilo
koji redak ili stupac, nije bilo potrebno uzeti ba² prvi redak.

Zadatak 8 Razvojem po drugom retku izra£unajte∣∣∣∣∣∣
2 3 1
−1 4 −5
1 −2 3

∣∣∣∣∣∣ .

Rje²enje: Svakom elementu gornje matrice pridruºen je multiplikativni faktor
1 ili −1, ovisno o tome na kojem se mjestu u matrici element nalazi. Npr. broj
4 se nalazi na presjeku drugog retka i drugog stupca, pa je njemu pridruºen
faktor (−1)2+2, dakle broj 1 (op¢enito, elementu aij pridruºen je broj (−1)i+j).
Razvoj po drugom retku sada izgleda ovako:∣∣∣∣∣∣

2 3 1
−1 4 −5
1 −2 3

∣∣∣∣∣∣ = (−1)2+1 · (−1) ·
∣∣∣∣ 3 1
−2 3

∣∣∣∣ + (−1)2+2 · 4 ·
∣∣∣∣ 2 1

1 3

∣∣∣∣ +

+(−1)2+3 · (−5) ·
∣∣∣∣ 2 3

1 −2

∣∣∣∣ = 1 · (9 + 2) + 4 · (6− 1) + 5(−4− 3) = −4.
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Zadatak 9 Izra£unajte determinatu matrice iz pro²log zadatka razvojem po tre¢em
stupcu i prvom reku te se uvjerite da vrijednost determinante zadane kvadratne
matrice ne ovisi o tome po kojem se stupcu ili retku determinanta razvija. Ova
£injenica znatno olak²ava ra£unanje determinante, jer nam omogu¢uje da iz-
aberemo stupac ili redak po kojem razvijamo determinantu. U pravilu biramo
onaj redak ili stupac koji sadrºi najvi²e nula.

Zadatak 10 Izra£unajte determinantu matrice

 1 1 2
3 −1 −1
2 5 3

.

Zadatak 11

Izra£unajte determinante sljede¢ih matrica:

(a)

(
2 7
3 4

)
(b)

(
cos α sinα
− sinα cos α

)
(c)

(
cos α + ı sinα 1

1 cos α− ı sinα

)
(d)

(
1 logy x

logx y 1

)
.

Zadatak 12 Izra£unajte determinantu matrice

 1 1 1
2 2 2
3 4 5


Rje²enje: Razvojem po tre¢em retku imamo:∣∣∣∣∣∣

1 1 1
2 2 2
3 4 5

∣∣∣∣∣∣ = 3
∣∣∣∣ 1 1

2 2

∣∣∣∣− 4
∣∣∣∣ 1 1

2 2

∣∣∣∣ + 5
∣∣∣∣ 1 1

2 2

∣∣∣∣ = 0

1.2 Inverzna matrica

Pojam inverzne matrice uvodimo samo za kvadratne matrice. Za kvadratnu ma-
tricu A n-tog reda kaºemo da je regularna (invertibilna) ako postoji matrica
B reda n tako da vrijedi

AB = BA = I,

gdje je I jedini£na matrica reda n. Kaºemo da je matrica singularna ako ona
nije regularna.

Moºe se pokazati da je matrica B iz de�nicije inverzne matrice jedinstvena.
Stoga za nju uvodimo posebnu oznaku: ako matrica A ima inverz, ozna£avat
¢emo ga s A−1. Po de�niciji dakle vrijedi:

A ·A−1 = A−1 ·A = I.

Za svake dvije invertibilne matrice A i B reda n, te jedini£nu matricu I istog
reda vrijede sljede¢a svojstva:
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(1) (A−1)−1 = A

(2) (A ·B)−1 = B−1 ·A−1

(3) I−1 = I

Za invertibilnost imamo vaºan kriterij: singularna matrica ima determinantu
nula, ²to zna£i da su sve matrice koje imaju determinantu razli£itu od nule
nuºno regularne (invertibilne matrice), a vrrijedi i obrat. Drugim rije£ima, reg-
ularne matrice su one i samo one kvadratne matrice koje imaju determinantu
razli£itu od nule. Ovo nam daje dobar na£in provjere postojanja inverza zadane
kvadratne matrice.

Sada ¢emo vidjeti kako se pojam determinante moºe iskoristiti za izra£una-
vanje inverza kvadratne matrice.

Adjunkta A∗ kvadratne matrice A je matrica koja na (i, j)-om mjestu ima broj
(−1)j+i · det Aτ

ij (zovemo ga kofaktor ili algebarski komplement elementa
aij), gdje je Aτ

ij matrica dobivena iz transponirane matrice Aτ izbacivanjem
i-og retka i j-og stupca.

Zadatak 13 Za matricu A =

 1 1 2
3 −1 −1
2 5 3

 izra£unajte adjunktu.

Rje²enje: Prvo ra£unamo transponiranu matricu Aτ :

Aτ =

 1 3 2
1 −1 5
2 −1 3


Zatim ra£unamo A∗ = (a∗ij) po elementima:

a∗11 = (−1)1+1 ·
∣∣∣∣ −1 −1

5 3

∣∣∣∣ = (−1) · 3− (−1) · 5 = 2

a∗12 = (−1)1+2 ·
∣∣∣∣ 1 5

2 3

∣∣∣∣ = (−1)(1 · 3− 2 · 5) = 7

...

a∗33 = (−1)3+3 ·
∣∣∣∣ 1 3

1 −1

∣∣∣∣ = 1 · (−1)− 1 · 3 = −4,

²to daje A∗ =

 2 7 1
−11 −1 7
17 −3 −4

.

Preko adjunkte moºemo izra£unati i inverznu matricu zadane kvadratne matrice
A. Naime, vrijedi

A−1 =
1

det A
·A∗.

Zadatak 14 Izra£unajte inverz matrice iz prethodnog primjera.

Rje²enje: Ve¢ smo izra£unali ajdunktu A∗ matrice A, pa preostaje izra£unati
samo determinantu:∣∣∣∣∣∣

1 1 2
3 −1 −1
2 5 3

∣∣∣∣∣∣ = 1 ·
∣∣∣∣ −1 −1

5 3

∣∣∣∣− (−1) ·
∣∣∣∣ 3 −1

2 3

∣∣∣∣ + 2 ·
∣∣∣∣ 3 −1

2 5

∣∣∣∣ = 25,
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pa je

A−1 =
1
25

 2 7 1
−11 −1 7
17 −3 −4

 .

Zadatak 15 Pomnoºite gornji inverz i matricu A te se uvjerite da stvarno
dobivate jedini£nu matricu I.

Zadatak 16

Metodom adjunkte odredite inverz matrice iz Zadatka 8.

1.3 Veza operatora i matrica

Iz lekcija prije znamo da se razne funkcije, kao npr. transformacije ravnine,
mogu predstaviti preko matrica. Mnoºenje matrica u tom slu£aju odgovara
komponiranju funkcija a inverzna matrica pripada inverznoj funkciji (ako ista
postoji).

Zadatak 17 Provjerite preko matrica da je kompozicija rotacije oko ishodi²ta
u ravnini za kut α i rotacije oko ishodi²ta u ravnini za kut β upravo rotacija u
ravnini oko ishodi²ta za kut α + β.

Rje²enje:

rotacija za kut α ima matri£ni prikaz A =
(

cos α − sinα
sinα cos α

)
roatcija za kut β ima matri£ni prikaz B =

(
cos β − sinβ
sinβ cos β

)
Mnoºimo te dvije matrice:(

cos α − sinα
sinα cos α

)
·
(

cos β − sinβ
sinβ cos β

)
=

=
(

cos α cos β − sinα sinβ − cos α sinβ − sinα cos β
cos α sinβ + sinα cos β − sinα sinβ + cos α cos β

)
=

=
(

cos(α + β) − sin(α + β)
sin(α + β) cos(α + β)

)
i dobivamo upravo matricu rotacije u ravnini oko ishodi²ta za kut α + β.

Zadatak 18 Na�ite inverznu funkciju centralne simetrije u prostoru oko xz
ravnine.

Rje²enje: Gledamo matricu te centralne simetrije, x i z koordinata to£ke ostaju
iste a y prelazi u −y pa je to:  1 0 0

0 −1 0
0 0 1


Metodom adjunkte ili direktnim uo£avanjem vidimo da je inverz te matrice
upravo ona sama, tj. 1 0 0

0 −1 0
0 0 1

 ·

 1 0 0
0 −1 0
0 0 1

 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


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Zaklju£ujemo da je inverz na²e centralne simetrije opet ta ista centralna simetrija
²to je i jasno iz de�nicije funkcije.
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